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Программа обучения школьников старших классов предусматривает собой 
решение задач, связанных с обратными тригонометрическими функциями. Но, 
как показывает практика, решение подобных задач, зачастую, сопровождаются 
значительными трудностями. Причиной данного факта является то, что в 
предлагаемых учебных материалах этим задачам не уделяется должного 
внимания. С решением задач на вычисление значений обратных 
тригонометрических функций учащиеся в той или иной мере справляются, а 
уравнения и неравенства, содержащие эти же функции, нередко остаются 
нерешенными или же в решении и ответе, соответственно, допущена ошибка. 
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Последнее не удивительно, учитывая то, что в большинстве учебников не 
изложена методика решения даже простых уравнений и неравенств подобного 
рода. В итоге результат решения будет прямо-пропорциональным, т.е. будет 
отсутствовать. А ведь решение уравнений и неравенств с обратными 
тригонометрическими функциями систематизирует знания учащихся по всему 
курсу тригонометрии, проверяет понимание материала и усвоение ключевых 
моментов раздела. 
Решение обратных тригонометрических уравнений, левая и правая части 
которых представлены одноименные обратными тригонометрическими 
функциями различных аргументов, основывается, прежде всего, на таком 
свойстве этих функции, как монотонность. 
Справедливы следующие равносильные переходы: 
а) 
( ) ( ) ( ) ( )
arcsin ( ) arcsin ( ) ;
( ) 1 ( ) 1
f x g x f x g x
f x g x
f x g x
= = 
=   
     
б) 
( ) ( ) ( ) ( )
arccos ( ) arccos ( ) ;
( ) 1 ( ) 1
f x g x f x g x
f x g x
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в) ( ) ( ) ( ) ( );arctgf x arctgg x f x g x=  =  
г) ( ) ( ) ( ) ( ).arcctgf x arcctgg x f x g x=  =  
Замечание 1. Какой из двух равносильных систем пользоваться при 
решений уравнений а) и б), зависит от того, какое неравенство проще: 
1)( xf
 
(тогда использовать первую систему) или 
1)( xg
 (в этом случае используем 
вторую систему). 
Пример 1. Решить уравнение 
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Замечание 2. Решать неравенства, входящие в систему, необязательно. 
Достаточно проверить, удовлетворяют ли неравенству найденные корни 
уравнения. 
Пример2. Решить уравнение 
2 2arccos(4 3 2) arccos(3 8 4).x x x x− − = − − −  
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Решение: 
−−−=−− )483arccos()234arccos( 22 xxxx   
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При решении уравнений, левая и правая части которых являются 
разноименными обратными тригонометрическими функциями, пользуются 
известными тригонометрическими тождествами. Решение их основано на 
следующих рассуждениях: пусть требуется решить уравнение 
)(arccos)(arcsin xgxf = . 
Предположим, что 𝑥0 – решение этого уравнения. Обозначим 
0 0arcsin ( ) arccos ( ) ,f x g x = =  тогда 0sin ( )f x = ; 0cos ( )g x = . Откуда 
𝑓2(𝑥0) + 𝑔
2(𝑥0) = 1. Итак  
arcsin𝑓(𝑥) = arccos𝑔(𝑥) ⇒ 𝑓2(𝑥) + 𝑔2(𝑥) = 1. (1) 
Рассуждая аналогично, можно получить следующие переходы: 
arctg𝑓(𝑥) = arcctg𝑔(𝑥) ⇒ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = 1. (2) 
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Замечание 3. Корнем каждого из уравнений (1)-(4) может быть только 
такое число 0x , для которого 0( ) 0f x   и 0( ) 0g x  . В противном случае 
множества значений левой и правой частей уравнения не пересекаются. 
Пример 3. Решить уравнение 






















































 является посторонним. 
Ответ: 1x = . 
При решении уравнений данного типа, содержащих параметры, становится 
актуальным вопрос о равносильности преобразований. Чтобы преобразования 
(1)-(4) сделать равносильными, следует учесть естественные ограничения, 
связанные с областями определения обратных тригонометрических функций и 
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= = 
=   
    
Пример 4. Решить уравнение с параметром a: )2()2( axarctgaxarctg −=− . 





















Графиком квадратного трехчлена 1252)(
22 −+−= aaxxxf  является 
парабола, ветви которой направлены вверх. Поскольку 01)2( −=af , то при 
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любом а уравнение 0)( =xf имеет ровно 2 корня, между которыми и заключено 













Пример 5. Решить уравнение: 
2 2arcsin 1
2
arctg x x x x

+ + + + =
. 
Решение: Пусть 







Функции z t= , 1z t= + , y zarctg=  и arcsin zy =  являются монотонно 








 имеет не более одного корня. 
Находим подбором 0t = −корень данного уравнения. 
Поэтому 
2 0x x+ = , 1 0x = , 2 1x = − .  
Ответ: 1 0x = , 2 1x = − . 
Пример 6. Решить уравнение: 
( )( ) ( )( )arcsin arcsinx x y y x y + + + =
. 














Знак равенства возможен, лишь, если каждое слагаемое левой части равно 
2





























Итак, x y= , тогда получаем уравнение 
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При решении неравенств с тригонометрическими функциями существенно 
используется периодичность этих функций и их монотонность на 
соответствующих промежутках. Простейшие тригонометрические неравенства. 
Функция sin x  имеет положительный период 2 . Поэтому неравенства вида: 
sin x a , sin x a , sin x a , sin x a , достаточно решить сначала на каком-
либо отрезке длины 2 . Множество всех решений получим, прибавив к 
каждому из найденных на этом отрезке решений числа вида 2 n , n Z . 






Решение: Левая часть неравенства представляет собой монотонно 



































































 и решим 
неравенство 0)( xf  методом интервалов. 
1. Найдем D(f). Для этого решим систему 
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−==+  sin54cos34cos3sin5  
+−=  22 sin25sin4016cos3  
+−=−  22 sin25sin4016)sin1(3  
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В действующих школьных учебниках, учебных пособиях и материалах 
недостаточно теоретического и практического материала по теме «Обратные 
тригонометрические функции», не показаны методы и приемы решения 
уравнений и неравенств с этими функциями. Следовательно, у учеников 
остаются пробелы в усвоении данного материала. Значит, проблема существует 
и ее необходимо решать. И верным решением станет переиздание актуальных 
учебников с поправками к данной теме. Важно, чтоб материал был изложен 
грамотно и доступно. 
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